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Zusammenfassung

Beweisnetze sind bipartite Graphen, die grofie Ahnlichkeiten mit Beweisen
im linearen Sequenzenkalkiil aufweisen, dabei jedoch ohne ein Aquivalent zur
exchange-Regel auskommen. Auch bei der Schnitt-Elimination ergibt sich, daf§
Beweisnetze eine abstraktere Beschreibung als Sequenzen- Beweise sind, also
oft mit mehreren solchen korellieren.

1 Motivation

Bei der Beobachtung der Effekte von Schnitteliminationen im linearen Fall begegnen
wir schnell Konfigurationen der Art

D, A FAL A
i, A7) Far, o)
o AT (cut)

fiir bestimmte Regeln (r) und (s). Wenn wir nun die Anwendung der (cut)-
Regel nach oben verschieben wollen (wie wir dies bei der Schnittelimination gerne
tun wiirden), stoflen wir auf die Frage, ob auf die dann verbleibenden FT'; A zuerst
(r) oder zuerst (s) angewendet werden sollte; eine Frage, auf die es nach unserem
Kenntnisstand keine eindeutige Antwort zu geben scheint.

Dies gibt Anlafl zur Suche nach einer abstrakteren Darstellung linearer Bewei-
se, in der wir die aus beiden moglichen Entscheidungen resultierenden miteinander
identifizieren wiirden. Eine solche wurde tatsichlich bereits in [Gir87] angegeben
und soll hier vorgestellt werden, wobei wir uns zunichst dazu auf MLL, das mul-
tiplikative Fragment der linearen Logik, beschrinken. Betrachten wir aber vorerst
einmal eine etwas allgemeinere Konstruktion.

2 Beweisstrukturen

Definition 1 Fine Beweisstruktur in MLL ist ein Tupel © = (F,L) mit F
Frr X N (wobei Fr1 die Menge aller Formeln der linearen Logik ist) und L
{®,%,az,cut} x 2F x 2F in dem

NN

(i) fiir jedes | € L eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

o [ =(az,0,{(A,i1),(AL,i2)}), wobei iy # i» (Aziom-Link)

o | =(®,{(4,i),(B,i2)},{(A®B,i3)}), wobei i1, i2,13 paarweise ungleich
(Times-Link)

o [ =(®,{(A,i1),(B,i2)},{(A%B,i3)}), wobei i1,i2,13 paarweise ungleich
(Par-Link)



o [ = (cut,{(A,ir), (AL,i2)},0), wobei iy # iy (Cut-Link)
(i) Fiir alle f € F genau ein (o, P;,C) € L existiert, so daf f € C)
(iii) Fir alle f € F héchstens ein (o, P, Cy) € L existiert, so daff f € P,
(iv) F#0

In Tripeln ! = (o,P,C) € L bezeichnen wir die Elemente von P als Prdimissen
von [, die Elemente von C als dessen Konklusionen. | selbst nennen wir Link. Die
Elemente von F werden in diesem Text Vorkommen von Formeln tituliert werden?!,
oder, wenn Verwechslung ausgeschlossen ist, zur Vereinfachung nur “Formeln”, und
schreiben fiir (A,7) nur A. Bei Verwendung dieser Vereinfachungen meinen wir fiir
Vorkommen von Formeln A = (A,,i) und B = (B,,j) dann mit A+, A%B und
A ® B entsprechend (4}, k), (A, BB, k) bzw. (A, ® B, k) fiir ein passendes k.
Formelvorkommen, die nicht als Pramisse eines Links auftreten, bezeichnen wir als
terminale Vorkommen von Formeln, die Links, deren Konklusionen sie sind, als
terminale Links.

Bemerkung: Das Versténdnis dieser Strukturen als (gerichtete) bipartite Gra-
phen ergibt sich durch eine Knotenmenge, die in die Partition {F, L} zerfillt und
eine geeignete Definition der (gerichteten) Kanten, z.B. von Links zu ihren Konklu-
sionen und von Primissen zu ihren Links.

Definition 2 Fine Beweisstruktur ©' = (F', L") ist Teilstruktur einer Beweisstruk-
tur © = (F,L) gdw F' C F und L' C L; dies schreiben wir ©' C ©.

2.1 Desequentialisierung

Definition 3 Die Desequentialisierung eines Beweises im MLL-Sequenzenkalkiil
ist eine Beweisstruktur, induktiv (iber die Struktur des Beweises) definiert wie folgt:

* CAal (identity): Wir fiihren A und A+ mit frischen Indizes als (Vorkommen

von) Formeln ein, sowie einen Aziom-Link (az,0,{A, A1}).

H',A,B o . . .
T, A% B (par): Die die Formeln A und B einfihrende Beweisstruktur erwei-

tern wir durch die neue Formel ABB fiir einen frisches Index und fiigen einen
Par-Link (%,{A, B}, {A%B}) hinzu.

F'CA FB,A | . ) .

° T A0B.A (times): Hier werden zwei Beweisstrukturen ©, = (Fy1, L),
Oy = (Fy,Ls) mit A € Fy und B € Fy miteinander verbunden. Um eine
Invalidierung der Struktur zu vermeiden, fordern wir 0.B.d.A. (durch Umbe-
nennung der Indices erreichbar), daff Fy N Fy = 0. Die resultierende Struktur

definieren wir wie folgt:
®1+2 = (FlUF2U{A®B}7F1UFQU{(®7{A>B}7{A®B})})

fiir einen neuen Index.

FO,A FAL A , . .
o ——— (cut): Analog zur (times)-Regel, wobei jedoch keine neue For-

mel eingefiigt wird und der neue Link von der Gestalt (cut, {A, AL}, 0) ist.

Loccurences of formulas ist die Bezeichnung, die Girard verwendet, aber die Ubersetzung davon

ist genauso umstédndlich zu sprechen.



Definition 4 FEin Beweisnetz © ist eine Beweisstruktur, fir die ein Beweis im
MLL-Sequenzenkalkiil existiert, dessen Desequentialisierung es ist. Analog bezeich-
nen wir das Finden eines solchen sequentiellen Beweises zu einem Beweisnetz als
Sequentialisierung.

Mit Beweisnetzen haben wir nun die von uns gesuchte Struktur. Da die Dese-
quentialisierung auf MLL vollstindig definiert ist, sind Beweisnetze eine allgemeine
Reprisentierung fiir Beweise in MLL; es verbleibt zu zeigen, dafl sie allgemeiner
sind als Beweise im MLL-Sequenzenkalkiil.

Satz 1 FEs existieren Beweise m, mo im Sequenzenkalkiil von MLL, deren Dese-
quentialisierungen identisch sind. Analog zu [Gir87] schreiben wir in diesem Fall
T ~ TTg.

Beweis: Durch Finden eines Beispiels:

FA, AT ¥B,BT_ FA AT ¥B.BL
FA® B, AL, BL FA® B,AL,B' ~ FC,Ct
FA® B, AL3BL FC,CL HA®B)®C AL BL,CT

FA®B)®C,AI8BL.CL © ~FA®B)®C,ALBL,CL

Diesen beiden (nicht identischen) Beweisen ist durch den in Definition 3 angegebe-
nen Desequentialisierungsalgorithmus das gleiche Beweisnetz zugeordnet.

O

2.2 Ein kleiner Exkurs in die Graphentheorie

Fiir die nichste Sektion benstigen wir, um bestimmte Eigenschaften von aus Beweis-
netzen erstellten Graphen zu zeigen, zwei kleine Hilfssiitze aus der Graphentheorie,
die zwar wohlbekannt sind, zu Zwecken der Vollstindigkeit jedoch hier wiedergege-
ben werden sollen.

Definition 5 Ein ungerichteter Graph ist ein Tupel G = (V, E), fiir das gilt, daf§
E CV xV symmetrisch ist.

Definition 6 FEin Pfad in einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist einn + 1-
Tupel p: {0.n} — V, fir das gilt, doff Vi € {0..(n — 1)}.(p(i),p(i + 1)) € E.
Wir setzen X\, = n und sagen, daff der Pfad p von p(0) nach p(},) fihrt. Der zu
diesem inverse Pfad p~! ist definiert als p~1(z) = p(\, — z) und ezistiert in einem
ungerichteten Graphen trivialerweise genau dann, wenn p existiert.

Definition 7 Ein Pfad p in einem Graphen G = (V, E) berihrt einen Knoten
k eV gdw3i € {0.2,}.p(i) = k gilt.

Definition 8 FEin Zyklus auf einem Graphen G ist ein Pfad ¢ in G, fir den gilt,
dap ¢(z) = Cy) w2z =y V ({z,y} ={0,A}).

Definition 9 FEin Graph ist azyklisch oder zyklenfrei genaw dann, wenn keine Zy-
klen auf ihm existieren.

Definition 10 Fin Graph G = (V, E) ist verbunden gdw fir alle p1,p2 € V ein
Pfad p in G existiert, so daf p(0) = p1 und p(),) = ps.



Definition 11 Die Konkatenation zweier Pfade p1: {0.n} =V, p2: {0.m} -V
iber einem Graphen G = (V, E), bezeichnet als

(): ({0} = V) x ({0.m} = V) = ({0..(m +n)} — V)

ist fiir den Fall p1(n) = p2(0) definiert als

[ m) falls x <n
p1.p2(z) = { p;(:ﬂ—n) falls n <z < (n+m)

Definition 12 Fin Pfad p' ist Teilpfad von p, wenn Pfade p,, py existieren, so dafl
P=Pasp «pp

Lemma 1 Seien Gy = (V1,E1) und G2 = (Va, Es) azyklische, verbundene und
ungerichtete Graphen, und Vi N Vo = (0. Dann ist fiir beliebige v, € Vi, vy € Vy die
Verbindung der beiden Graphen durch die Kante (v1,vs), der Graph

Giy2 = Viga = ViU Vs, E140 = E1 UE, U {(v1, 1), (v2,11)})
ebenfalls zyklenfrei und verbunden.

Beweis:

(i) Verbundenheit: Da G und G jeweils verbunden sind, kénnen nicht verbun-
dene Knotenpunkte p1,p2 nur so liegen, dafl einer der beiden in V; und der
ander in V; liegt. 0.B.d.A. sei py € Vi und p2 € Vo. Dav; € Vi und v € V3
existieren Pfade p; mit p; = (p1,..,71) und ps = (va, .., p2). Da (v1,1s) trivia-
lerweise ein Pfad ist, verbindet nun der Pfad (p1 . (v1,v2)) « p2 die Punkte py,
Dp2. %

(i) Zyklenfreiheit: Sei ¢ ein Zyklus in Gi42. Wenn fiir alle i € {0..A¢} gilt, da8
¢(i) € V; mit j € {1,2}, dann ist { auch eingeschrankt auf G; ein Zyklus, was
der Annahme widerspricht. Also existieren k,! € {0..A¢} mit ¢(k) € V4 und
¢(l) € V5. Sei 0.B.d.A. k = 0. Dann kénnen wir ¢ aufteilen in { = p; « p2 mit
p1 = (€(0),-.,¢(I)) und pa = (¢(1), -, C(A¢))-

Nun gilt gemifl Definition von Gi42 jedoch fiir alle p; € Vi,pa € V5 mit

(p1,p2) € E119, daB (p1,p2) = (v1,v2) oder (p1,p2) = (v2,v1) (sonst wiren V;
und V3 nicht disjunkt gewesen). Damit miilen 41,42 mit p1(i1) = p2(iz) = 1
existieren, insbesondere aber auch ein Zyklus (¢(0),..,v1,..{(A¢), der nur in
G, liegt. 4

O

Korollar 1 Sei G = (V, E) ein azyklischer und verbundener Graph. Dann ist G' =
(VUp, EU{(p,v), (v,p)}) fiir ein v € V ebenfalls ein azyklischer und verbundener
Graph, da G' die Verbindung von G und einem trivial azyklischen und verbundenen
ungerichteten Graphen Gp = ({p},0) iber die Kante (p,v) ist.

2.3 Das Korrektheistskriterium von Danos und Regnier
Definition 13 Fiir eine Beweisstruktur © = (F, L) mit Ly = {(®,P,C) € L} ist
ein Switching s definiert als eine Funktion
S: L?y -V
fiir die gilt, daf fiir alle 1 € Loy mitl = (%, P,C) s(I) € P.



Ein Switching dient also dazu, fiir Par-Links eine der Prémissen auszuwihlen; fiir ein
Beweisnetz mit n verschiedenen Par-Links existieren offensichtlich 2™ verschiedene
Switchings.

Definition 14 Der aus einem Beweisnetz © = (F, L) durch ein Switching s indu-

zierte Graph ist ein ungerichteter Graph G5 = (F, Es), so dafl Kanten {(¢1,¥2), (p2,¢1)} C
E; sind, genau dann wenn ein Link | = (o, P,C) € L existiert, fir den einer der
folgenden Fille eintritt:

(1) o =ax und @1,p2 € C

(i3) o= cut und p1,p2 € P
(iii) 0 = Q@ und p1 € P sowie py € C
(iv) o =% und p1 € C sowie s(I) =

Lemma 2 Wenn ©' C 0O fiir zwei Beweisstrukturen ©,0', dann gilt fir die durch
Switchings s iber © induzierten Graphen G5 = (F,E;) (aus ©) und G = (F', E.)
(aus ©'), daf F' C F und E! C E;, also daof8 G, Teilgraphen von G sind.

Beweis: F' C F gilt gemifl Definition; da die Induzierung von Graphen bei kon-
stantem s offensichtlich monoton iiber der sie induzierenden Link-Menge ist, gilt
E! CE,.

Satz 2 (Danos, Regnier in [DR89]): Eine Beweisstruktur ist ein Beweisnetz ge-
nou dann, wenn alle aus ihm durch Switchings induzierte Graphen azyklisch und
verbunden sind. Dies bezeichnen wir als das Danos-Regnier-Korrektheitskriterium.

Beweis: “=7: Sei ©® = (F,L) das betreffende Beweisnetz. Dann existiert gemifl
Definition 4 ein Beweis 7, dessen Desequentialisierung © ist. Wir beweisen die Kor-
rektheit der Aussage fiir ein festes, aber beliebiges Switching s iiber © durch In-
duktion {iber die Struktur von m, wobei wir die gleichen Fille behandeln wie in
Definition 3.

. [IV]m (identity): Sei (az,0,{A, A1}) € L der entsprechende Link in

L. Dann beinhaltet der induzierte Graph G’ offensichtlich genau eine Kante,
die die beiden einzigen Knoten verbindet und ist trivialerweise azyklisch und
verbunden.

FI', A, B

¢ T, ARB (par): Sei ©® = (F, L) ein Beweisnetz mit den terminalen Formeln

T, A, B (wobei A, B einzelne Formeln sind und T eine Multimenge von Formeln
ist). Gemiss Induktionsannahme ist der induzierte Graph Gy azyklisch und
verbunden. Wir bilden nun ©' = (F’, L") durch Hinzufiigen der notwendigen
Formel und des Links, mit dem durch s aus ihm induzierten Graphen G, =
(V',E"). Sei nun | = (®,{A,B},{A%®B}) € L' der Link, der die Differenz
zwischen L und L' bildet; damit ist G5 der Graph G, erweitert um [/ und
die Kante (I, s(l)), die I mit G, verbindet, dann ist G’ offensichtlich wieder
azyklisch und verbunden.
FCA BB, A . o

. m (times): ©1 = (F1,L1), O3 = (F3y, Ly) seien wie in der Kon-
struktionsvorschrift gegeben. Bezeichnen wir G, und G» s als die induzier-
ten Graphen, fiir sie gilt die Induktionsannahme. G ;11 konstruieren wir nun
durch Verbindung der beiden durch den neuen Knoten [ = A ® B und fiir
vy € Fo_,z € {1,2} jeweils Kanten (v,,!); mit beiden Kanten verbinden wir
azyklische und verbundene Graphen miteinander.



F[LA FAS A < : o :
e —— (cut): Gemif Induktionsannahme sind die Beweisstrukturen
®; und O, die wir verbinden wollen, Beweisnetze; da wir im Falle eines Links
nur eine Kante einfiihren, verbinden wir wieder nur zwei azyklisch verbundene
Graphen.

Um die Riickrichtung zu zeigen, ben6tigen wir nun jedoch noch ein paar Werk-
zeuge:

2.3.1 Imperien

Definition 15 In einer das Danos-Regnier-Korrektheitskriterum erfillenden Be-
weisstruktur © = (F, L) ist das Reich oder Imperium einer Primisse A eines Links
(®,{A, B}, A® B), geschrieben eA , definiert als die Menge aller Formeln C, fiir
die eine der folgenden Bedingungen gilt:

(i) C=A
(i) 3l e Lil=(R,{C,D},{H}) fir ein H € eA
(iii) 31 € L1 = (B,{H:,H>},{C}) fiir Hi,H> € eA
(iv) 3l e Ll=(®,{C,D},{H}) fir ein H € eA
(v) 3l e Ll=(®,{H1,H>},{C}) fiir Hi € eA, es sei denn, H = A

(vi) 31 € L.l = (cut,{C,H},0) fiir ein H € eA, es sei denn, H = A

Definition 16 Die Grenze eines Reiches eA sind alle Links | = (¢, P,C), fir die
die Formel 3B,C € (PUC).B€eBAC ¢ eC gilt.

Gemiss der Definition von Reichen beinhalten diese Links immer den Times-Link,
dessen Pramisse die betrachtete Formel war, und ansonsten nur Par-Links.

Lemma 3 Sei ¢ € eA Element eines Reiches. Dann gilt fiir alle Switchings s, daf$
in dem von ihnen induzierten Graphen ein Pfad p von A nach ¢ existiert und alle
von p berihrten Punkte Elemente von eA sind, sofern p minimal ist.

Beweis des Lemmas: Uber strukturelle Induktion (bei Wahl eines festen, aber be-
liebigen Switchings s). Dabei beriicksichtigen wir fiir Par-Links | = (%, {C, D},{C%®D})
und Wegstrecken (C%D, (), dafl im Falle der Wahl von s(l) = D fiir das besagte
Switching ein in eA liegender Pfad p von C#D nach C fiihren muf}; wiirde er eA
verlassen, so gébe es dafiir nur zwei Moglichkeiten:

(i) Sei B # A Pramisse des gleichen Links wie A, dann wire ein Pfad iiber B
moglich. In diesem Fall konnten wir mit einem Switching

§'(m) = { scém) .:;;t me

jedoch im durch s’ induzierten Graphen einen Zyklus iiber B und C bilden. 4

(ii) Es existiert eine Kante (E, E®F) in p, wobei E € eA, ERF ¢ eA. Erneut
konstruieren wir ein Switching

{F < s(m)=FE

s'(m) = s(m) sonst

Da jedoch C auch im Fall des durch s’ induzierten Graphen mit A verbunden
sein mufl (ohne B zu beriihren, analog zum vorherigen Punkt), konnen wir
iiber die Anzahl der F' von eA trennenden Par-Links induzieren und dadurch
mittels einer Konstruktion von Zyklen den Widerspruch zeigen. %



O

Lemma 4 In einer das Danos-Regnier-Korrektheitskriterium erfillenden Beweis-
struktur © = (F, L) gilt fiir die Primissen A, B eines terminalen Times- oder Cut-
Links (¢,{A, B},C), mit ¢ € {®,cut}, daff eANeB = {.

Beweis des Lemmas: Sei C' € eANeB. Dann gilt fiir alle Switchings, dafl in den
durch sie induzierten Graphen ein Pfad von A nach C existiert, der nicht B beriihrt,
und analog ein solcher fiir B, der nicht A beriihrt; somit existiert in den induzierten
Graphen ein Zyklus iiber A und B. %

O

Dieses Ergebnis versichert uns, daf§ wir im Falle einer Komplettabdeckung aller
Formeln durch die Vereinigung der Reiche der Prémissen eines terminalen Cut- oder
Times-Links eine Aufspaltung in zwei Teilstrukturen (plus, fiir Times-Links, deren
Konklusion) erreichen. Um zu zeigen, dal wir auch einen Link finden konnen, der
diese Aufteilung erzwingt, benttigen wir allerdings noch zwei Definitionen und ein
Lemma:

Definition 17 Ein principial switching fiir das Imperium eA aus einem Link
(¢,{A,B},C) ist ein Switching sea, fir das gilt, daff alle Formeln C, fir die ein
Pfad von A nach C existiert, entweder in eA liegen oder B oder ein Element aus C
beriihren.

Ein solches Switching existiert fiir alle Imperien; es wird gebildet, in dem in allen
Grenzformeln | = (%,{B,C},{B%®C}) mit B € eAund C ¢ eA s.4(l) = C gewihlt
wird. Par-Links, deren Primissen beide in eA liegen, sind gemifl Lemma 3 nicht
beeintrachtigt.

Definition 18 A ist eine geerbte Primisse eines Links | gdw eine der folgenden
Bedingungen gilt:

(i) A ist Pramisse von |

(i3) Es existiert ein Link l', dessen Konklusion Primisse von l und fiir den A eine
geerbte Prdmisse ist.

Lemma 5 In einer das Danos-Regnier-Kriterium erfillenden Beweisstruktur © =
(F,L), deren terminale Links nur Times- und Cut-Links sind, lift sich zu jedem
terminalen Link 1 = (c,{A, B},C), fir den F'\ (eAU eB) = C nicht gilt, ein ter-
minaler Link I' = (¢/,{C, D},C") finden, fiir den gilt, daff eA U eB C e@d, wobei
¢ € {C,D}.

Beweis des Lemmas Wir zeigen, dafl {A, B} C eC fiir ein 0.B.d.A. gewéhltes C
aus den Préamissen von I', somit gilt die Folgerung gemifl Konstruktionsvorschrift
fir Imperien.

Sei Iy = (B, {F,G}, {FBG}) ein Link aus der Grenze von eA (I, muf existieren,
solange e AUe B nicht maximal ist). Dann ist F28G geerbte Pramisse eines terminalen
Cut- oder Times-Links, den wir als I’ wihlen. F' und G sind damit in eC fiir eine
Préamisse C' von I'. Wir wihlen nun ein principial switching s.c von eC, in dem
0.B.d.A. gelte, daBl s.c(ly) = F, wobei F' € eA gilt, und betrachten den induzierten
Graphen. In diesem muf} gelten, dafl ein Pfad von F nach A existiert— da aber auch
trivialerweise ein Pfad von C nach F®G existiert, gilt A, B € eC, also eA,eB C eC.

O



Lemma 6 Fiir eine beliebige, das Danos-Regnier-Kriterum erfillende Beweisstruk-
tur © = (F, L), deren terminale Links frei von B-Links sind und die nicht nur eine
triviale, aus Aziom-Links bestehende Struktur ist, existiert ein Link (®,{A4, B},C)
oder (cut,{A,B},C), fir den gilt, dafi durch Entfernen des Links (und ggf. der
Konklusion des Links) das Beweisnetz in zwei das genannte Kriterum erfillende
Beweisstrukturen zerfallt.

Beweis des Lemmas Da wir Nichttrivialitit und Par-Link-Freiheit fordern, muf3
im Netz zumindest ein terminaler Cut- oder Times-Link existieren. Unter den mogli-
chen terminalen Links wihlen wir einen und nennen in [. Um sicherzustellen, dafl
nach Entfernung des Links die aus der resultierenden Struktur induzierten Graphen
noch verbunden sind, fordern wir, da§ F'\ (eAUeB) =C.

Falls [ diese Eigenschaften nicht erfiillt, mufl gemiiss Definition der Reiche gelten,
dafl mindestens eines von ihnen eine Grenze hat, die nicht nur aus [ besteht, son-
dern auch noch aus (mindstens) einem Par-Link ['. Dieser darf jedoch nicht ter-
minal sein, gem#fl Voraussetzung. Wir kénnen dann jedoch einen terminalen Link
ly = (¢, {C,D},C) mit ¢ € (®, cut) finden, fiir den gilt, dafl (eAUeB) C eC (gemiss
Lemma 5); durch diesen streng monotonen und beschrinkten Prozess erhalten wir
schliesslich eine Komplettabdeckung, sofern das Danos-Regnier-Kriterium erfiillt
ist.

O

Fortsetzung des Beweises zu Satz 2: “<”: Wir induzieren nun iiber die
Anzahl der Links in Beweisnetzen. Dieser Beweis liefert uns ein Sequentialisierungs-
verfahren, um aus einem Beweisnetz einen Beweis im Sequenzenkalkiil von MLL
zu destillieren.

(i) [IV] Sei nur ein Link gegeben, dann mufl dies ein Axiom-Link der Form
(az,0,{(A,i),(AL,5)}) sein, da alle anderen Links eine nichtleere Primis-
senmenge haben und die Formeln dieser Menge Konklusionen eines anderen

Links sein miissten. Wir schreiben im Falle einer Identity-Regel FA, A+.

(ii) Sei mehr als ein Link gegeben. Dann muf} einer der terminalen Links ein Par-
Link, Times-Link oder Cut-Link sein, da ansonsten alle induzierten Graphen
nicht verbunden wéren. In diesen Fillen wihlen wir jeweils einen dieser Links
l und eventuell (im Falle eines Par- bzw. Times-Links) die terminale Formel ¢,
die seine Konklusion ist, aus, und zeigen, dafl das bzw. die Beweisnetze, die wir
durch Entfernung von ! (und ggf. ¢) erhalten, ebenfalls korrekte Beweisnetze
sind und wir einen Beweisschritt im Sequenzenkalkiil notieren kénnen, der uns
bei einer Desequentialisierung den entfernten Link wieder rekonstruiert.

e Par-Link (%,{A, B}, {A®B}): Gemifl Induktionsannahme sind A und
B terminale Vorkommen von Formeln eines korrekten Beweisnetzes ©’.
Die Formeln der verbleibenden terminalen Formelvorkommen fassen wir
in einer Multimenge I" zusammen, nun kénnen wir notieren:



e Times-Link (®{A, B},{A,®B}): In diesem Fall scheint es naheliegend,
das Beweisnetz in zwei Netze aufzuspalten, die dann eine geringere An-
zahl von Links héitten:

RIS
FT, A FB,A(t_ )
FT, A@ B, A M8

Allerdings existieren Beweisnetze mit terminalen Times-Links, deren Ent-
fernung das Netz nicht in zwei Netze spaltet; gemifl Lemma, 6 gilt jedoch,
dal wir immer einen Times- oder Cut-Link finden kénnen, an dem wir
das Netz spalten konnen, sofern nicht ein (vorher offensichtlich noch ent-
fernbarer) Par-Link als terminaler Link im Netz auftritt.

o Cut-Link (cut{(4,i), (A*,j)},0}): Analog zum Times-Link; wir notieren
hierbei natiirlich entsprechend

&  ©
FTO, A FAL A
—fra ()

3 Boxen

In [Gir87] fithrt Girard eine einfache Methode ein, um, in Emulation des Sequen-
zenkalkiils, beliebige andere Regeln in Beweisnetze einbinden zu kénnen. Fiir unser
Modell von Beweisnetzen scheint die folgende Definition passend:

Definition 19 Fine Boz ist zwei Mengen von Vorkommen von Formeln B = (¢1,41), -, ($n,in)
und P = (©1,51), - (Pms Jm), WOEL i1, .0, J1,--Jm paarweise ungleich sind, zu-

sammen mit einem Link A = (box,P,B), fir die gilt, daff V1, ..., dn im linearen
Sequenzenkalkiil herleitbar ist (insbesondere ist auch P = () erlaubt).

Die vorhergehenden Definitionen miissen dazu entsprechend angepasst werden; Bo-
xen werden dabei im Wesentlichen wie Axiom-Links behandelt.

Boxen konnen nach Prof. Girards Vorstellung Beweisnetze, und somit auch an-
dere Boxen, beinhalten?; nach aussen hin verhalten sie sich jedoch atomar. Dies
erlaubt nun zwar, die komplette lineare Logik in Beweisnetzen darzustellen, aber
ein reeller Vorteil entsteht dadurch nicht 3.
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